Przestrzenie Sobolewa — wprowadzenie

Definicja.
wmP = {f : 0°f € LP dla wszystkich |a| < m}

Zadanie 1. Sprawdzié, ze W zadaje snop:

o Jesli u € W (U) oraz V C U, to uly € Wb} (V); ponadto staby gradient na
V' jest obcieciem stabego gradientu na U.

o Jesli u € WhH(U) oraz uw € WH (V), tou € WEHU UV).

Zadanie 2. Zalézmy, ze obszar () daje si¢ podzieli¢ na dwa podobszary (1, €25 prze-
dzielone podrozmaitodcia .M klasy C'. Jesli funkcja u € C(Q) spetnia u € C* ()
iue CYQy), to u jest stabo rézniczkowalna, w szczegdlnosdei u € W1 (Q).

Zadanie 3. Poda¢ przyklad funkcji, dla ktorej Vf € L2(2), ale f ¢ L?(Q).
Wskazéwka (Nikodym). Za € przyjaé obszar ztozony z duzego prostokata C' oraz
prostokatéw A,, (o wymiarach «,, x %) potaczonych pionowo prostokatami B, (o
wymiarach (3, X %) z C. Rozwazy¢ funkcje

Ym na A,,,
f=10 na C,

liniowa interpolacja na By,

z odpowiednim wyborem «,,, B, Ym-

Zadanie 4. Poda¢ przyklad funkcji, dla ktorej f, D?f € L*(Q), ale Vf & L*().
Wskazéwka (Mazya). Tym razem wzigé A,, o wymiarach 2™ x 272 i B,, o wy-
miarach 274" x 27™. Przyjmujac, ze B,, lacza sie z C na prostej y = 0, przyjaé

2mtly — 1 na A,
flzy) = {2°™y° na B,
0 na C.



Zadanie 5. Zamiast W™P(§)) mozna rozwazy¢ przestrzen H"P()) zdefiniowa-
ng jako uzupehienie C*°(Q2) N W™P(Q) w normie W™, Wykazaé, ze w ogdlnosci
H™P(Q) C W™P(Q). Scharakteryzowaé przestrzenie W' i H1>

Zadanie 6. (twierdzenie Meyersa-Serrina) Wykazaé, ze dla 1 < p < oo funkcje

gladkie sa geste w WIP(Q), a wiec mamy W™P(Q) = H™?(1).
Wskazowka. Rozwazy¢ obszary

1
Q= {$ € Qx| <k, dist(z,00) > k}’

rozktad jedynki Ay wpisany w Q41 \ x_1, odpowiednia funkcje wygtadzajaca ¢,
a nastepnie rozwazy¢ przyblizenie u € W™P(Q) przez funkcje

=" ¢k (Au).



